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Methoden der
Signalverarbeitung

Prof. Dr.-Ing. F. Puente
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Organisatorisches ﬂ("'

er Institut far Technologie

Termine

® Mi. 11:30-13:00 EAS* (Vorlesung, wochentlich)

® Do. 11:30-13:00 HS I, 30.41 (Ubung, 8 Termine; Beginn: 22.10.15)
*)am 18.11.15 HS AOC 101, Geb. 30.45

Modulunterlagen

@ [PJ15]: Puente Ledn, Jakel: Signale und Systeme, 6. Aufl., De Gruyter,
Berlin, 2015 (Kapitel 7-9); E-Book im KIT-Intranet kostenlos verfugbar

@ [KSWO08]: Kiencke, Schwarz, Weickert: Signalverarbeitung,
Oldenbourg, Minchen, 2008

@ Vorlesungsfolien (Zugangsdaten: msvhoerer / wavelet09)
@ Ubungsblatter sowie Zusammenfassung des Vorlesungsstoffes
@ Weitere Informationen unter www.iiit.kit.edu/msv.php erhaltlich

Feedback, Fragen
@ wahrend oder nach der Vorlesung
® Ubungsleiterin: Dipl.-Ing. P. Hernandez (pilar.mesa@kit.edu)
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Motivation ST

Karlsruher Institut far Technologie

@ Bisher Fourier-Transformation zur Signalanalyse (Vorlesung ,Signale
und Systeme®)

@ Nachteil: keine Information, zu welchen Zeitpunkten bestimmte
Spektralanteile auftauchen — Probleme bei instationaren Signalen

® Wunsch: gleichzeitige Darstellung eines Signals in Zeit und Frequenz

Beispiel: Kurzzeit-Fourier-Transformation eines instationaren Signals

Frequenz

Institut flr Industrielle
(I Informationstechnik
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Motivation ﬂ("'
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Beispiel: Klassifikation von Vokalen anhand des ersten Formanten
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Motivation ST
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Motivation ﬂ("'
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Uberblick iiber die Vorlesung AT

Karlsruher Institut far Technologie

1. Teil: Verfahren zur Zeit-Frequenz-Analyse und Eigenwertverfahren
@ Kurzzeit-Fourier-Transformation (Kap. 2)

Wavelet-Transformation und Wavelet-Reihen (Kap. 3 und 4)

Wigner-Ville-Verteilung (Kap. 5)

Karhunen-Loéve- und Cosinus-Transformation (Kap. 6)

Anwendungen: Gesichtserkennung, Bildkompression (JPEG),
Sprachverarbeitung, Ultraschallmessung, EKG-Signalanalyse etc.

2. Teil: Schatzverfahren
@ Schatzung von Parametern eines Signals oder Systems (Kap. 7 und 8)

@ Anwendungen: Signale aus verrauschten Messungen schatzen,
Systemidentifikation...

B Zustandsschatzung: Schatzung eines veranderlichen Systemzustands
durch modellgestutzte Messung (Kalman-Filter) (Kap. 9)

@ Anwendungen: Schatzung der Kraftfahrzeug-Dynamik (ESP, Fahrer-
assistenzsysteme), Luft- und Raumfahrt (z. B. Navigationssysteme)

7 WS 2015/16 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leon — Methoden der Signalverarbeitung Institut flr Industrielle
il Informationstechnik

Karlsruher Institut far Technologie

1. Signaldarstellung
mit Frames
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7. Signaldarstellung mit Frames A\K“.

Wiederholung

@ Signale kdnnen mathematisch als Funktionen (meist der Zeit) dargestellt
werden

@ Mehrere Funktionen spannen einen Vektorraum auf

Beispiel

® Die Funktionen x(t) = ¢t und x»(t) = t*> spannen den Raum aller Funktio-
nen x(t) auf, die sich durch z(t) = a1 z1(t) + a2 x2(t) darstellen lassen

® Die Funktionen z(¢) und x4 (t) werden Basisfunktionen genannt
® In dieser Basis wird das Signal x(¢) durch die Koeffizienten a; dargestellt

N
® Transformation zwischen verschiedenen Signaldarstellungen (Basis-
funktionensystemen) erfolgt Gber das Innenprodukt
@ Dabei ist eine Unterscheidung zweier Signalklassen nétig
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7. Signaldarstellung mit Frames A\‘("'

er Institut far Technologie

3.1.1 Signalklassen

Definition: Energiesignale

® Energiesignale haben Uber einem unendlich gro3en Definitionsintervall
t € [—o0,00] eine endliche Signalenergie:

E, = / lz()* dt < oo

® Norm und Innenprodukt: E, = ||z(t)||* = (z(t), z(t)),

® Energiesignale mussen notwendigerweise abklingen, d.h.:
z(t) — 0 fir t — £o0
@ Beispiel: Impulsantwort eines stabilen LTI-Systems, z.B.:
2(t) = e V)2

E, =+
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arlsruher Institut far Technologie

7. Signaldarstellung mit Frames

Definition: Leistungssignal
B Leistungssignale haben eine endlich gro3e Signalleistung Gber dem
Definitionsintervall ¢ € [—o0,00]. Die Signalenergie ist unendlich grof3.

1
® Signalleistung: P, = hm T @) dt < oo

T— o0

|
8
5

® Norm und Innenprodukt: P, = [|z()||* = (x(t), z(t)),

@ Leistungssignale klingen nicht oder nicht schnell genug ab, um eine
endliche Signalenergie zu besitzen
@ Beispiel: periodische Funktionen, z. B.:
x(t) = sin(t)

E, — oo
P, =1/2
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SKIT

7. Signaldarstellung mit Frames

3.8.1 Zeitdauer und Bandbreite von Energiesignalen

@ Interpretation der normierten Energiedichte dxéghg als verallgemeinerte
Wahrscheinlichkeitsdichte

@ , Mittelwerte® und ,Varianzen® im Zeit- u. Frequenzbereich bedeutungsvoll

Definition: Mittlere Zeit, mittlere Frequenz, Zeitdauer und Bandbreite

@ Die mittlere Zeit ¢, und die mittlere Frequenz f; sind die ersten
Momente (Mittelwerte) der normierten Energiedichten:

_ [, kP,
- é P / e

@ Entsprechend sind die Zeitdauer A; und die Bandbreite Ay Uber die
zweiten zentralen Momente (Varianzen) der normierten Energiedichten

definiert:
oo 9 c9 2
t ZO T P =h Zo R T
Institut fir Industrielle
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7.1 Fensterfunktionen A\KIT

Definition: Fensterfunktion

® Eine Fensterfunktion w(t) ist ein reelles, symmetrisches, nicht-
negatives Energiesignal, dessen Signalenergie Uberwiegend im Bereich
der mittleren Zeit und der mittleren Frequenz lokalisiert ist. Man sagt:
Das Fenster ist ein kompaktes Signal.

m Ublich: Normierung der Signalenergie auf |Jw(t)||*

= 1.

7.1.1 Verschiebungsinvarianz

B Definitionsgemal besitzt eine (nichtverschobene) Fensterfunktion w(t)
die mittlere Zeit und die mittlere Frequenz null.

W Zur Zeit-Frequenz-Analyse wird das Fenster w(¢) um die Zeit ¢, und die
Frequenz f,, verschoben. Dadurch erhalt man:

w(t — ty) exp(j2m fut) o—e W(f — fu)exp(=j2n(f — fuw)tw)

® Die Zeitdauer A; und Bandbreite Ay des Fensters sind unabhangig von
der Verschiebung um t,, und f,, (Verschiebungsinvarianz).
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7.1 Fensterfunktionen A\‘(".

er Institut far Technologie

Zeitlich verschobene Fensterfunktion

w(t — ty)
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7.1 Fensterfunktionen A\KIT

Leckeffekt
® Entsteht bei Fensterung des Signals z(t):

Tow(t) = x(t) - w(t — tyw) exp (j27 fiut)
® Urspringliches Spektrum X(f) wird durch Fensterung verfalscht:
Xw(f) = X(f) * W(f _ fw) exp(—j27r(f o fw)tw)

Diskussion

® Durch Fensterung des Signals z(¢) wird die Zeitdauer kleiner. Das
Signal wird zeitlich kompakter (,scharfer®).

® Durch den Leckeffekt wird das Spektrum ,verschmiert®; die Bandbreite
wird groBer. Das Signal wird durch die Filterung bzgl. der Frequenz
unscharfer.
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7.1 Fensterfunktionen A\‘(".

er Institut far Technologie

Aufgabenstellung
B gleichzeitige Betrachtung eines Signals x(t) in Zeit und Frequenz

® Mogliche Vorgehensweise: Fensterung des Signals mit einem in Zeit und
Frequenz kompakten Fenster

@ Annahme: t, und f,, gleich null, da unabh. von Zeitdauer und Bandbreite
® Berechnung von A? - A% signalabhéngig
@ Abschatzung mittels der Schwarz'schen Ungleichung liefert die:

Unscharferelation

@ Esgilt: Ay Ap> 1

4

@ Zeitdauer und Bandbreite konnen nicht gleichzeitig beliebig klein
gewahlt werden

Aussage der Unscharferelation: Eine schmale Fensterfunktion (feine
Zeitauflosung) besitzt ein breites Spektrum (grobe Frequenzauflosung).
Das Umgekehrte gilt fur ein breites Fenster.
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7.1 Fensterfunktionen A\KIT

® Frage: Welche Funktion besitzt das kleinstmogliche Zeitdauer-
Bandbreite-Produkt?
@ Man kann zeigen, dass es sich um den GauB-Impuls handelt:
_ 1/4 - é 2
g(t) = (B/m)"* exp( = 5 12)

In der Unscharferelation gilt dann das Gleichheitszeichen.
@ Dessen Zeitdauer-

: T T T é l
Bandbreite-Produkt | .. ... ... (%)
istdemnach: | o
1 777777777 o . .
I = arn =L L 1 |
= ‘ ] :
"""""""" g }
""""" 7 ; |
""""" N ] I ] |
L L ; I, -
_2At _At 0 At 2At t
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7.1.2 Effektive Zeitdauer und effektive Bandbreite [T
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@ Die Zeitdauer eines Signals (als 2. Zentralmoment) ist klein gegenuber
dem Zeitintervall, in dem das Signal nennenswerte Amplituden aufweist

@ Alternativ: Definition der effektiven Zeitdauer

@ Flache unter dem Betrag des Signals wird in flachengleiches Rechteck
(bei gleicher maximaler Amplitude xmax) umgeformt:

t
ro_ [ @,
xmax

Abschatzung, wann ein Signal nennenswerte Energieanteile aufweist

Gute Wahl fur die Zeitverschiebung von Fensterfunktionen zur Zeit-
Frequenz-Analyse (z. B. Gabor-Reihe, s. Kapitel 2)

@ Analog: effektive Bandbreite:

[ 1X0)
Xmax

Feg = df

— 00
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7.1.2 Effektive Zeitdauer und effektive Bandbreite  ~N|T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Beispiel: Cosinus-Halbwelle (Vorfaktor bewirkt Normierung auf Energie 1)

2(t) = \/%COS(W%) rr(t)

T/2
t 2T
Tog = / cos (ﬂ'T> dt = — =~ 0,637-T Ay ~0,181-T
™
—T/2
A w(t) 4 w(t)
Wmax = 2/T

TN

/ AN

rt p

0[S ]
SIS

T
T T _
2 e—— T ——>  z > & e
H
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7.2 Skalierung T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Wavelet-Transformation basiert auf Skalierung der Fensterfunktionen (vgl.
Kap. 3). Wie andern sich die Signaleigenschaften durch Skalierung?

W Skaliertes Signal: va(t)=y(t), a>0

® Fourier-Transformierte: Y, (f) = aY (af)

® Energiednderung: E,,=a-LE,

m Skaliertes Signal mit gleichbleibender Energie:  va(t) = \/1’;‘ y(é)
® Mittlere Zeit: bya = Q- 1y

@ Zeitdauer: Atg =al;

@ Mittlere Frequenz: fya= % - fy

® Bandbreite: Agg = 2Af
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7.2 Skalierung XIT

@ Streckung in Zeit: VergroRerung der mittleren Zeit und Zeitdauer,
Verkleinerung der mittleren Frequenz und Bandbreite (Bsp.: a = 3)

o rer|f] Rt |
Avﬁvnu Nunvn,
Ly Ity:a t
_ Re{Y.(f)} _
o W%f{e{lf (f)}

L
fy.a

1
fy f
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7.3 Hilbert-Raume T
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7.3.1 Basisfunktionen
® Signale kdnnen als Funktionen oder Vektoren behandelt werden, die
einen Funktionen- bzw. Vektorraum aufspannen

® Ein Element z(t) dieses Vektorraums lasst sich als Linearkombination
der Basisfunktionen ¢;(t) darstellen: z(t) =Y 00 _ a; pi(t)

pa(t)

» 01(t)

@ Hilbert-Raum: Vollstandiger Vektorraum mit definiertem Innenprodukt
und Norm gemal:
) o) = V(@) 2()
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7.3.1 Basisfunktionen &‘("l

Karlsruher Institut far Technologie

@ Zur Berechnung der Koeffizienten a; wird das Signal z(t¢) auf die Basis-
funktionen ¢;(t),i = 1,...,n projiziert:

~

(@(t),1(1)) = a1 (@1 (), p1(1)) + az (p2(), 1 (2)) + -+ + an (n(t), p1(1))
(x(t), p2(t)) = a1 (p1(t), pa(t)) + az (pa(t), pa(t)) + - - + an (pn(t), p2(1))

(@(t), n(t)) = a1 {p1(1), on(t)) + a (P2(t), Pu(t)) + - - + an (Pu(t), ¥n(l))

@ In Matrix-Notation:

(x(t), p1(2)) gsol(tg,sol(t)i <902(t37901(t)> e (@n(t), 01 (1) | [

(@@),02(0)) | [ (1), 2(2)) (p2(t), p2(2)) - (@n(l), p2(1)) | | a2
(@), on(®)) ] [(@1(),0n(D)) (@2(t), on(t)) - (@n(t); Pn(t))] [an]
G (Gram’sche Matrix) a
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7.3.1 Basisfunktionen ﬂ("'
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@ Daraus folgt fur die Koeffizienten:

a=G'.

| (2(t), 0u (1))

Diskussion
B Koeffizienten a; eindeutig, wenn Gram‘sche Matrix regular
@ Basis < Basisfunktionen sind linear unabhangig

@ Keine Basisfunktion ,zu viel“, keine Redundanz

® Falls Gram‘sche Matrix invertierbar = Koeffizienten a; eindeutig
bestimmbar

@ Alternativ konnen Signale mittels Frames dargestellt werden
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7.3.1 Basisfunktionen &‘("l
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Beispiel 7.11: Zeitverschobene GauB-Impulse als Basisfunktionen

om(t) = (2) " exp (=5 (¢t = mT))
® Impulse mit verschiedenen Verschiebungen m nicht orthogonal [PJ15]:

(Em (1) Pmram(t)) #0

B Zeitverschobene Gauli-Impulse bilden eine Basis, da ein bestimmter
Impuls nicht durch Linearkombination der ubrigen Impulse darstellbar ist
(Redundanzfreiheit) [PJ15]:

0.}

Sm() = D2 cam - Pmram(t) #F om(t)

Am=—o0

® Im Folgenden Annaherung von ¢ (t) durch Linearkombination verscho-
bener GauBB-Impulse (dabei Begrenzung auf 10 Basisfunktionen, um
die Gram’sche Matrix darstellen zu konnen)
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7.3.1 Basisfunktionen ﬂ("'

er Institut far Technologie

GaulB-Impulse als Basisfunktionen fur verschiedene Zeitverschiebungen T’

a) T = Tog b) T =0,1-Tog
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7.3.1 Basisfunktionen

a) Gram‘sche Matrix fur T = Tegr:

-1 021 0 O
021 1 021 0
0 021 1 0,21
0 021 1
0 0 021
0
0
0
0
Lo o0 0

b) Gram‘sche Matrix fir T'= 0,1 -
- 10,98 0,94 0,87
0,98 1 0,98 0,94
0,94 0,98 1 0,98
0,87 0,94 0,98 1

0,78 0,87 0,94
0,57 0,78 0,87
0,46 0,57 0,78
0,37 0,46 0,57
0,28 0,37 0,46
10,21 0,28 0,37

RO oo
= —

0

0
0
0
0

0,21
1
21
0
0

SO O o oo
o O OO

OO O oo
o O OO

0

Test

0,78
0,87
0,94
0,98
0,98 1

0,94
0,87
0,78
0,57
0,46

0,57
0,78
0,87
0,94
0,98
0,98 1

0,94 0,98
0,87 0,94
0,78 0,87
0,57 0,78
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0,21

0

0
0
0
0
0
2
1
21
0

0

0,46
0,57
0,78
0,87
0,94
0,98
1
0,98
0,94
0,87

~KIT

Karlsruher Institut far Technologie

S OO o oo
SO OO O OO

0,21

0

)

1 0
0,21 0,21
0 021 1

0
0
0
0
0
0
0
2
1

— schlecht konditioniert:

0,37
0,46
0,57
0,78
0,87
0,94 0,87
0,98 0,94
1 0,98
0,98 1
0,94

0,28
0,37
0,46
0,57
0,78

0,217
0,28
0,37
0,46
0,57
0,78
0,87
0,94
0,98
0,98 1 _
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[lI§ Informationstechnik

7.3.1 Basisfunktionen

SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

® Berechnung der Koeffizienten a; durch Invertierung der Gram‘schen

Matrix

1. Fall: Anndherung von g durch 3~ a;; mit 7 = 1: Die Approximation

der Funktion ¢ gelingt nicht.

0,3
15
® ®
0,2
1
0,1
0,5
op ® * l 1 * ® |
0
-0,1
—4 -2 2 4

i
Koeffizienten a;
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— o(t)
== 22 ai pi(t)
a; %(t)

0
t/s
Gauld-Impulse
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7.3.1 Basisfunktionen A\‘(IT

@ Verminderung der Schrittweite

2. Fall: Annéherung von g durch 3= a;p; mit 72— = 0,1: Die Funktion ¢

und ihre Approximation sind in der Dlarstellung nicht mehr unterscheidbar.

1

® ®
0,5
Lo o
0,5 05
-1
-4 -2 0 2 4 -1 -0,5 0 0,5 1
i t/s
Koeffizienten a; Gauld-Impulse
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7.3.1 Basisfunktionen A\‘(".
Diskussion

® Um den GauR-Impuls ¢o(t) besser anzunahern, wurde die
Zeitverschiebung T'der Gauld-Impulse ¢;i(t) stark verkleinert.

@ Bei sehr kleinen Zeitverschiebungen T'< 0,1 T Uberlappen sich die
Basisfunktionen stark. Damit ist das System der Basisfunktionen starker
uberbestimmt.

® Mit kleiner werdendem T gehen allerdings die Elemente der Gram‘schen
Matrix gegen 1, so dass diese schlecht konditioniert ist und nicht mehr
invertiert werden kann.

® Will man deshalb den Funktionenraum mit einem stark Gberbestimmten
Funktionensystem aufspannen, so wahlt man anstelle von Basen
Frames, bei denen die Koeffizienten durch Projektion ohne Invertierung
der Gram‘schen Matrix berechnet werden (vgl. Abschnitt 7.3.4).
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7.3.1 Basisfunktionen A\‘(".

Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel 7.12: Annaherung der Funktion z(¢) = t2 durch ein Basissystem
zeitverschobener GauB-Impulse

® Approximation auf endlichem Intervall, da z(¢) kein Energiesignal

® Verwendung von 2N + 1 Gaul-Impulsen, um a; zu berechnen:

o (2N (T _ =
N

z(t) ~ Z ai i(1)
i=—N

® Gram'sche Matrix: G = [{¢;, 9;)]; ; = [eXp<—§$; (4 —j)z)], |
%]

® Projektionen: o0 5 \ 3 -
. _ el T a2 g2
(x(t), pi(t)) 4 (Tesz> exp( % (t —4T) ) t“dt

1
— =270 T2 w4 (iT)% - 21 - T2,

31 WS 2015/16 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leon — Methoden der Signalverarbeitung Institut flr Industrielle
il Informationstechnik

7.3.1 Basisfunktionen A“(IT
®m Koeffizienten: [ (z(t), ¢1(t)) ]
P <w(t),.902(t)>
(2(t), on (1)),

Annaherung von t2 durch >~ a;p;

100 — 2 100
A = 2 aipi(t)| 47
80| W - a; pi(t) 7 80
60 60
40 40
20 20
0 :_:.'_:.:. 0 Sens
-10 -5 -10

T/Tot = 1 T/Test = 0,5
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7.3.1 Basisfunktionen A\‘(IT

Diskussion

® Auch hier wird die Annaherung der Funktion durch die Gaul3-Impulse mit
kleinerer Zeitverschiebung T' besser

® Der Quotient T/T: I&sst sich jedoch nicht beliebig verkleinern:

® Fir T/Ter — 0 gehen die Elemente der Gram'schen Matrix gegen 1
(vgl. Beispiel 7.11)

® Die Matrix ist dann schlecht konditioniert, d. h. inre Determinante liegt
nahe bei null, was zu numerischen Problemen fuhrt

@ Gauld-Impulse sind daher als Basisfunktionen zur Darstellung des Signals
t2 nicht in jedem Fall geeignet
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7.3.2 Orthonormalitat A\‘("'
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Definition: Orthonormale Basis
® Eine orthonormale Basis {¢;(t),i = 1,...,n} erfillt die Bedingung

(pi(t), p;(t)) = diy

B Die Gram‘sche Matrix wird bei orthonormalen Basen zur Einheitsmatrix

@ Die Koeffizienten erhalt man einfach durch Projektion des Signals auf die
Basisfunktionen:

a; = (z(t),i(t)), i=1,...,n

@ In orthonormalen Basissystemen gilt Energieerhaltung (Signalenergie
= Koeffizientenenergie; ,Satz von Parseval®):

(o.¢}

|z = (@), x(®) = > lal*

1=—00

Bei nur orthogonalen Basen gilt diese Eigenschaft nicht
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7.3.3 Biorthonormalitit IT

Definition: Biorthonormalitat

® Zwei Funktionensysteme {p;(t),i =1,...,n} und {@;(¢t),i =1,...,n}
heiBen biorthonormal, wenn sie die folgende Bedingung erfllen:

(pi(t), @5(t)) = 6i;

® Die Koeffizienten der Reihenentwicklung von x(¢) in das Funktionensys-
tem {;(t)} folgen durch Multiplikation von

z(t) =a1p1(t) + - +an pn(t)
von rechts mit ¢;(¢) zu
a; = (x(t), ¢i(t)) -

® Die einzelnen Funktionensysteme {¢;(¢)} und {©;(¢)} mussen flr sich
alleine weder orthogonal noch Basissysteme sein.

35 WS 2015/16 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leon — Methoden der Signalverarbeitung Institut fir Industrielle
LA Informationstechnik

7.3.3 Biorthonormalitit SKIT
Beispiel
® Die Basis {¢;, ¢, } mit

¢ =(1,0)" und ey = (vV2/2,v2/2)"

ist offensichtlich nicht orthonormal. Gemeinsam mit der dazu biorthonor-
malen Basis {¢,, ,} mit

@1 =(1,-1)" und @, = (0,v2)"

kann dennoch ein beliebiger Vektor x aus dessen Projektionen
a1 = (X, ¢q) sowie as = (X, @,)

wie folgt rekonstruiert werden:
X =a1$; +a29;

@ Beide Funktionensysteme sind vertauschbar ]
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7.3.4 Frames A\KIT

® Erinnerung: Funktionensystem einer Basis enthalt keine Redundanz.
Die Darstellung eines Signals in einer Basis ist eindeutig.

® Bei stark redundanten Basen verschlechtert sich die Kondition von G.
@ Alternativ kann man Funktionenraume mit einem Frame aufspannen.

Definition: Frame

® Ein Frame ist ein Funktionensystem {¢;(¢)}, welches einen Hilbert-Raum
aufspannt. Die Frame-Koeffizienten a; werden durch Projektion berech-

net: a; = (2(t), pi(t))

® Die Projektion eines beliebigen Signals x(t) mit endlicher, von null
verschiedener Signalenergie auf die Frame-Funktionen ergibt
Koeffizienten mit endlicher, von null verschiedener Energie:

2 2 2
0<A-llz@®)* < Y lail> < B-a(®)|I* < oo
A und B werden Frame-Grenzen der Koeffizientenenergie genannt.
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7.3.4 Frames A\‘("'

er Institut far Technologie

Diskussion

@ Eine Basis ist ein Spezialfall eines Frames. Ein Frame kann dagegen als
eine ,ubervollstandige Basis“ aufgefasst werden.

® Die Frame-Funktionen konnen im Allgemeinen linear abhangig sein, also
Redundanz enthalten.

Die Koeffizienten a; sind dann allerdings weder optimal noch eindeutig.

@ FUr eine sinnvolle Analyse des Signals z(t) ist deshalb zumindest eine
Beschrankung der Koeffizientenenergie des Frames erforderlich.

@ FuUr die Frame-Grenzen A und B gilt:

0<A<B<

® Je naher die Frame-Grenzen A und B zusammenliegen, desto besser
reprasentieren die Koeffizienten a; die anteilige Energie des Signals x(t)
bezlglich der Funktionen ;(t).
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7.3.4 Frames A\KIT

t
i 9_02_( )_ ______ v x(t) Orthogonale Basis
: @ Koeffizienten durch Projektion
| ® Eindeutige Rekonstruktion
> 01(1)
p2(1)
v z(t) Nicht-orthogonale Basis
@ Invertierung der Gram‘schen Matrix
@ Eindeutige Rekonstruktion
> p1(t)
p2(t)
#s(t) » #(t) Redundanter Frame
@ Koeffizienten durch Projektion
@ Rekonstruktion nicht eindeutig
> ©1(1)
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7.3.4 Frames &‘(lT

Definition: Duale Frames

@ Die beiden Folgen von Funktionen {y;(¢)} und {®;(¢)} bilden jeweils fur
sich einen Frame. Ferner seien sie Uber die Biorthonormalitatsbedingung

(pi(t), P;(t)) = by

miteinander verbunden.

®m Wenn die Koeffizienten der Reihenentwicklung eines Signals z(¢) in die
Funktionen ¢;(¢) und ¢;(t) gemar

a; = (z(t), pi(t)) bzw. a; = (z(t), pi(t))

bestimmt werden, dann heif3en die beiden Funktionensysteme ;(t¢) und
@;(t) duale Frames.

® Anwendung: Signalanalyse mit Frame ¢;(t), Rekonstruktion mit dualem
Frame @;(t)
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7.3.5 Straffe Frames A\KIT

Definition: Straffer Frame (Tight Frame)
B Sind beide Frame-Grenzen identisch,
A=B,

so bilden die Frame-Funktionen ¢;(t) einen straffen Frame. Die Koef-
fizientenenergie ist proportional zur Signalenergie:

lz@)II* = % P [(2(®), e

1=—00

—
la;|?

® Frames sind die uberbestimmte Variante einer Basis, straffe Frames die
uberbestimmte Variante einer orthogonalen Basis (nicht orthogonal!):

® FUr A =1 geht der straffe Frame in eine orthonormale Basis Uber.
® FUr A # 1 sind die Frame-Funktionen nicht orthogonal.

oo

® Reihenentwicklung von z(t) in 1

einen straffen Frame [PJ15]: z(t) = — (x(t), i(t)) pi(t)
[PJ15] 12 L0ew)
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7.3.5 Straffe Frames A\‘("'
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Beispiel 7.30: Sinc-Funktionen als straffer Frame bei Uberabtastung

® Ein bandbegrenztes Signal (Grenzfrequenz fg) wird mit der Frequenz fa
Uberabgetastet. Die zur Rekonstruktion verwendeten Sinc-Funktionen
bilden bei Uberabtastung keine orthogonale Basis, wie bei exakter
Einhaltung des Abtasttheorems, sondern einen straffen Frame.

@ Rekonstruktionsfilter bei exakter Einhaltung des Abtasttheorems:

1
Pm(t) = sinc(mfa(t —mta)) o Pn(f) = f—ARfA(f) exp(—j2m fmia)
® Rekonstruktion bei Uberabtastung — schmaleres Filter der Breite 2 f:
: 1 :
Om(t) =sinc(2n fg(t —mtp)) o-e D, (f) = %Rgfc; (f) exp(—j2mw fmta)

B Die Koeffizienten a; der Reihenentwicklung werden als Projektion des zu
rekonstruierenden Signals z(t) auf die Sinc-Funktionen berechnet, ohne
Invertierung der Gram‘schen Matrix.

@ Die Bedingung A = B fur den straffen Frame ist erfullt [PJ15].
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7.3.5 Straffe Frames ﬂ(“l

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Rekonstruktion eines Signals im Frequenzbereich durch Multiplikation der
Fourier-Transformierten mit einem Rechteckfilter der Flache 1

_1 | i
2fa Rekonstruktionsfilter
o bei Uberabtastung
S | ]
ﬁ Rekonstruktionsfilter
bei Einhaltung des
1 Abtasttheorems
7 Y A N N ) i
,
— f
= —fa 0 fa 5
/
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7.3.5 Straffe Frames ﬂ("'
® Orthogonale Basis: :
m(t) =sinc(m fa(t —mt
(Abtasttheorem) om(t) (mfal 4))

B Straffer Frame:

4 Om(t) = sinc(2m fg(t — mta))
(Uberabtastung)

ta L
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7.3.6 Frames mit verschobenen Fensterfunktionen &‘(lT
@ Ein Frame werde durch zeit- und frequenzverschobene Fenster gebildet:
Wik (t) = w(t — mT) exp(j2nkEt)

® Die Energie des Fensters wix(t) sei um die Zeit mT und um die
Frequenz kF' konzentriert.

® Die Koeffizienten anr. werden als Projektion von z(t) auf die verschobe-
nen Fenster wyx(t) berechnet:

Omk — <$(t)7wmkz (t)>

® Die Reihenentwicklung des Signals z(t) lautet damit:

)= Y > amkwnk(t)

m=—o0 k=—o0

B Die Koeffizienten a..r. geben naherungsweise die anteilige Energie des
zu analysierenden Signals im Bereich der mittleren Zeit mT und der
mittleren Frequenz kF wieder.
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7.3.6 Frames mit verschobenen Fensterfunktionen &‘(lT
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@ Dazu muss die Energie der Fensterfunktion um die mittlere Zeit und die
mittlere Frequenz lokalisiert sein, d. h. die Fensterfunktion muss kompakt
sein.

® Die Variablen Zeit und Frequenz spannen eine zweidimensionale Ebene
auf: die Zeit-Frequenz-Ebene.

@ Die Verschiebungen T und F' mussen klein genug sein, um ,Locher® in
der Zeit-Frequenz-Ebene zu vermeiden. Ein guter Ansatz ist:

TSTeff, FSFeff

® Der Gaul-Impuls hat das kleinste Zeitdauer-Bandbreite-Produkt:
Tegr - Fep = 1

@ Daher wird allgemein gefordert: CT - F < Tt - Fiie = 1)

m Der Kehrwert davon ist die Uberabtastrate (a = 1: ,Kritische Abtastung*):
1 1
=1

— > —
YT T F T Tan - o
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7.3.6 Frames mit verschobenen Fensterfunktionen &‘(lT

® Kompakte Fensterfunktionen wurden bereits in Abschnitt 7.1 behandelt.
B Folgende Definition prazisiert den Begriff der Kompaktheit fiir Frames:

Definition: Kompakte Frame-Funktionen

@ Ein Frame werde aus zeit- und frequenzverschobenen Fensterfunktio-
nen erzeugt. Dabei seien die Zeit- und Frequenzverschiebungen grolier
oder gleich den kritischen Verschiebungen

TZTkrit7 FZFkrit-

® Das Fenster w(t) ist kompakt, wenn die Summe der Innenprodukt-
betrage

> Y ) wit = AmT) ST < S(uw(t)) < oo
Am=—oco Ak=—00 pej orthonormalen Basen — da,, Ak

kleiner als eine obere Schranke S(w(t)) ist. Diese hangt von der Kurven-
form des Fensters ab.
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7.3.6 Frames mit verschobenen Fensterfunktionen &‘(lT
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Uberlappungsgebiete bei verschiedenen
Zeit- und Frequenzverschiebungen

Uberlappungsgebiete Innenprodukt fur die
zeitverschobener Fenster: Verschiebung null:
Innenprodukt ungleich null Innenprodukt gleich eins
| w(t—lAmT)_
T Z Tkrit E
0 T t 0 t
Am =1, Ak =0 Am =0, Ak =0
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